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הקדמה

"מטרת ההוראה היא להרחיב את מאגר הידע שהולך ומצטבר אצל התלמידים, כלומר להפגיש אותם עם הנושא הנלמד ולבנות בינו לבין הידע הקודם שלהם מערכת קשרים תקפה, יציבה וענפה ככל האפשר" ( מתוך "שימוש בשגיאות של תלמידים כמנוף לשיפור הלמידה ולהעמקת הידע המתמטי" , על"ה, 2007)

קריאות רבות לכיוון רפורמה בחינוך המתמטי נשמעות היום יותר מתמיד.  אנשי החינוך המתמטי קוראים  להוראה השמה דגש על חשיבה, הבנה ולימדה משמעותית. בנוסף, תפקידו של המורה לעזור ללומד ללמוד להגיע להבנה בנושא הנלמד . שינוי זה דורש שיח מתמטי בכיתה, שבו יוכלו התלמידים לבטא את החשיבה המתמטית שלהם ולהסביר אותה לתלמידים – עמיתים ולמורים. על מנת ליישם שינוי זה, על המורים להיות מוכנים ומכוונים להתייחס לשגיאות של תלמידיהם בכיתה ( ואולי גם לשגיאות נוספות ) . 

חוקרים רבים בחינוך המתמטי עסקו במהלך השנים בחקר שגיאות. המחקרים התמקדו בסוגי שגיאות שעושים תלמידים, ובגורמים לשגיאות אלה. המטרות העיקריות של המחקרים היו – פיתוח תוכניות באמצעי הוראה , ובמובן רחב יותר הבנת תפיסות תלמידים ותהלכי למידה . 

בשנים האחרונות נשמעת קריאה לשימוש בשגיאות התלמידים באופן ישיר במהלך ההוראה בכיתה. בספרות המקצועית ובקרב מורים העובדים בשטח, מוצגות עמדות שונות לגבי שימוש בשגיאות בהוראת המתמטיקה שחלקן  אציג בעבודה זו.

בעבודתי בחרתי להעמיק את הנושא של שימוש בשגיאות במהלך הוראת המתמטיקה, ולבחון מדוע תלמידים שוגים? מיון של שגיאות התלמידים, האם וכיצד ניתן לשלב את שגיאות התלמידים במהלך ההוראה??

רכישת הידע המתמטי

תהליך הלמידה מכיל התנסויות בהן פותרים תרגילים, עונים על שאלות, מבררים מושגים, בודקים דרכים; לא תמיד מצליחים, לפעמים טועים (ויש שלבים בהם פשוט תוהים...) למעשה במהלך ההתנסויות הללו מתרחשת רכישה של מיומנויות מתמטיות. הלמידה מתבצעת אצל כל לומד באופן עצמאי, בקצב עצמי ורק אם הוא מוכן ונכון לכך. על מנת שתלמיד ירכוש ידע מתמטי מוטלת על המורים החובה ליצור הזדמנויות למידה שיגבירו נכונות ומוכנות זו.

לפי התיאוריה הקונסטרוקטיביסטית של הלמידה:

"...מושגים ויחסים מושגיים הם מבנים מנטאליים שאינם יכולים לעבור מתודעה אחת לאחרת. על מושגים להבנות באופן אישי על ידיד כל לומד. 

עם זאת למורים שמור התפקיד לכוון את התהליך הקונסטרוקטיבי של התלמידים. בוודאי קל יותר לכוון את התלמיד לתחום מסוים של מבנה מושגי מסוים כאשר יש מושג על המבנים המושגיים הנוכחיים שלו. במילים אחרות, כדי לעצב את חשיבת התלמיד המורה זקוק למודל של האופן שבו התלמיד חושב..ככל שהמורה צובר ניסיון רב יותר עם לומדים, כך טובים סיכוייו לנחש באופן נבון מה עשויה להיות חשיבתו של תלמיד מסוים..."

( לפי 1995, Glasersfeld, אצל הרפז 2005 ) 

לפיכך, אימוץ הגישה הקונסטרוקטיביסטית מחייבת אותנו המורים, לנסות ולהתחקות באורך מתמשך אחר הנעשה במוחו של הלומד. עלינו לנסות ולהבין בכל שלב של הלמידה את הקשרים שכבר נוצרו במוחו של הלומד ביחס למושג מסוים ולהציע לו התנסויות למידה עוקבת שתשפר ותעשיר אותם. במילים אחרות – עלינו לעצב לתלמיד הזדמנויות להמשך הלמידה.

מיון שגיאות שלומדים נוטים לעשות

לפני שאתייחס לסוגיית השימוש בשגיאות בהוראת המתמטיקה, חוקרים רבים עסקו במיון השגיאות שלומדים נוטים לעשות, בספרות מתוארים בעיקר שלושה סוגים של מיוני שגיאות של תלמידים במתמטיקה: מיוני שגיאות בנושאים מתמטיים ספציפיים, מיוני שגיאות המתייחסים לתפקוד מתמטי רחב, ומיוני שגיאות המתייחסים למקורות אפשריים של שגיאות. מיונים בודדים מציעים שילובים של השלושה.

בעבודה זו אתאר את מיון השגיאות של לומדים על פי מובשוביץ – הדר, זסלבסקי וענבר ומיון שגיאות על פי ווטסון: 

מיון השגיאות של לומדים על פי מובשוביץ – הדר, זסלבסקי וענבר 

מובשוביץ – הדר, זסלבסקי וענבר ( Movshovitz – Hadar, Zaslavsky, & Inbar, 1987 נתחו שגיאות של תלמידים בפתרונות של בחינות בגרות. כדי לאתר את מקור השגיאה הן הניחו, שאין טעיות 'מקריות' ולכל שגיאה יש 'הגיון' שמדריך אותה. הן הפיקו מידע ממחקרן, כאשר ניתחו שגיאות של תלמידים בפתרונות של בחינות בגרות. במיון זה הוצגו שש קטגוריות של שגיאות: (א) שימוש בלתי ראוי במידע נתון (ב) משמעות לשונית שגויה (ג) הסקה לוגית בלתי תקפה (ד) פתרון "בלתי מאומת" (ה) שגיאות טכניות (ו) עיוות במשפט או בהגדרה. 

כעת אפרט על כל אחד מסוגי השגיאות:

1. שימוש בלתי ראוי במידע נתון – החוקרים מנו שבעה סוגי משנה של שימוש כזה בנתון:

א.1 הוספת מידע – הסתמכות על מידע שאינו מצוין בבעיה ואינו נובע מידית מהנתונים.

א.2 התעלמות ממידע – התעלמות מנתון או מקבוצת נתונים הנדרשים לצורך פתרון הבעיה, ו"פיצוי" על חסר המידע שנוצר באמצעות הוספת מידע בלתי רלוונטי.

א.3 הוספת דרישה – הוספה מפורשת של דרישה לחשב או להוכיח דבר מה שלא נדרש בבעיה.

א.4 שינוי משמעות – ייחוס משמעות שגויה לנתון מסוים. למשל שימוש בתוכנות של גובה של משולש בבעיה העוסקת למעשה בתיכון. 

א.5  הכתבת תנאים – הכתבה של תנאים שאינם עולים בקנה אחד עם המידע הנתון. למשל, התייחסות אל קטע סתמי העובר בקודקוד זווית כאל חוצה זווית, או התייחסות אל האלכסון במקבילית כאל חוצה זווית. 

א.6 הצבה שגויה של ערכים – שימוש שגוי בערכים של משתנה אחד עבור משתנה אחר. למשל, שימוש בערך מספרי נתון עבור דרך כערך נתון של מהירות.

א.7 העתקה שגויה – העתקה שגויה של פריטים מהספר או מדף הבחינה למחברת. למשל כשנתון בבעיה שלילד 52 ₪ , והתלמיד מעתיק למחברת כי לילד 25 ₪. 

דוגמא: 

הבעיה: דני בן 13 ואביו בן 33. בעוד כמה שנים יהיה גילו של האב כפול מגילו של דני? האם יש פתרון? האם הפתרון יחיד? 

הפתרון השגוי : 13  = X +15  

                      X = 18                       

                        בעוד 18 שנים האב יהיה בן 51. הפתרון יחיד.

ניתוח השגיאות: התלמיד עיוות את משמעות הנתון בעוד x  שנים בכך שלא שינה את גיל האב ביחד עם גיל הבן (שגיאה א.4), התעלם מהנתון שגיל האב יהיה גדול פי 2 (שגיאה א.2), ציין שגיל האב יהיה 51 ובכך הוסיף דרישה (א.3), והעתיק באופן שגוי את גילו של דני (א.7).

הפתרון הנכון: x + 33 = ( x + 13) * 2 

                     26 +2x = 33 + x     

                        x = 7         בעוד 7 שנים יהיה גיל האב (40) כפול מגיל הבן (20). קיים פתרון והוא יחיד.

2. משמעות לשונית שגויה – בקטגוריה זו נכללות שגיאות הנובעות מתרגום מוטעה של עובדות מתמטיות המתוארות בייצוג אחד (למשל, מילולי, גראפי או סימבולי) לאחר (למשל, מילולי, גראפי או סימבולי). החוקרים הצביעו על שלושה סוגים של ייחוס משמעות לשונית שגויה לנתונים. 

ב.1  מייצג מילולי לייצוג סימבולי – תרגום של ביטוי מייצוג מילולי לייצוג מתמטי, סימבולי שגוי. למשל, בניית משוואה המייצגת יחס שונה מהיחס המתואר מילולית בבעיה.

ב.2  שימוש בסמל בשתי משמעויות – סימון נתון מסוים באמצעות אות או סימן המשמש, בדרך כלל, לסימון מושג שונה. לאחר מכן הלומד מתייחס בטעות לאות או לסימן בהתאם למשמעות הרווחת שלו.

ב.3  קישור בין ייצוג גראפי לבין מונחים מתמטיים – פירוש מתמטי שגוי לסימונים גראפיים או להיפך, סימון גראפי שגוי לנתונים מתמטיים (למשל, סימון הנקודה (0;3) במערכת צירים קרטזית, בגובה 3 יחידות על ציר ה – y).

דוגמא: 

דני בן 13 ואבא בן 33. בעוד כמה שנים יהיה גילו של אבא כפול מגילו של דני? 

הפתרון השגוי: 33 = x + 15

                        x = 18       בעוד 18 שנים האב יהיה בן 51

המשך ניתוח השגיאות: בנוסף לשגיאות שזוהו קודם לכן, התלמיד לא הבין שכאשר הבן והאב מתבגרים, אותו מספר שנים עובר על הבן ועל האב ובנה משוואה לפיה רק הבן מתבגר ב – x שנים וגיל האב איננו גדל פי 2 ( ב.1 )

3. הספקה לוגית בלתי תקיפה – בקטגוריה זו נכללות שגיאות שנובעות מהיקשים לוגיים שגויים, ללא קשר לתוכן מתמטי מסוים. כלומר, הסקה שגויה של מידע ממידע נתון או ממידע שהתקבל במהלך הפתרון. בין סוגי השגיאות שנכללו בקטגוריה זו היו:

      ג.1  מכך ש a גורר b מסיקים באופן שגוי ש b גורר a , או כך ש a גורר b  מסיקים באופן שגוי ש- שלילת a  גוררת שלילת b.

     ג.2  שימוש שגוי במילים המייצגות כמות כמו "לכל" "קיים" או "לפחות".

    ג.3   הפעלת שורה של צעדים מנומקים או "קפיצה" בלתי מנומקת או צעד שגוי.

דוגמא: 

דני בן 13 ואבא מבוגר ממנו לפחות ב- 25 שנים. סבא בן 78 ואבא צעיר ממנו ב- 30 שנים לפחות. השנה אבא חוגג מספר שלם של עשורים (למשל, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90) בן כמה אבא?

הפתרון הנכון: 25 + 13 < x < 30 – 78

                        38 < x  < 48

                        X = 40     האב בן 40 שנה.

הפתרון השגוי: x = 13+25 

   X = 38                         האב בן 30 כי זה 3 עשורים שלמים, פחות מ- 38.                  ניתוח השגיאות: בנוסף לשגיאות של התעלמות מהמידע לגבי גיל הסב (שגיאה א.2) ובניית תוכנית פסוק שאינה מתאימה (ב.1 ), יש בפתרון זה התייחסות שגויה לכמת "לפחות" (ג.2)

4. פתרון "בלתי מאומת" -  בקטגוריה זו נכללות שגיאות שנובעות מכך שהתלמיד לא בדק את התוצאה מול המטלה. כל אחד מהצעדים שביצע התלמיד במהלך הפתרון הוא צעד נכון, אבל הפתרון אינו נותן מענה לדרישות שהוצגו בבעיה.

דוגמא: 

נתון: bx+ ( x-12)5 = 25 + ax

        בטא את x באמצעות a ו- b 

הפתרון השגוי: 25 – (12 – x)5 = ax – bx 
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ניתוח השגיאה: למרות שמתמטית השוויון נכון, המשתנה x מופיע משני צדי השוויון, ולא קבלנו x = f(a,b)   כנדרש.

5. שגיאות טכניות- בקטגוריה זו נכללות שגיאות חישוב, שגיאות בשליפת מידע מטבלאות, השמטות לא זהירות של סוגיים וכד'.

6. עיוות במשפט או בהגדרה- שגיאות שסווגו בקטגוריה זו היו שכיחות ביותר והן נדונו במאמר נוסף  ( (Movshovitz – Hadar, Zaslavsky, & Inbar, 1986. בקטגוריה זו נכללות, למשל שגיאות הנובעות מיישום טענה בתנאים לא מתאימים, כלומר, התנאים בטענה המוצגת שונים מאילו המופיעים במשפט. למשל, במשפט "במשולש, כאשר כל הצלעות שוות גם כל הזוויות שוות", השמטת התנאי לגבי "המשולש" והחלת המשפט לגבי משושה, או שימוש במשפט פיתגורס במשולש שאינו ישר זווית.

מיון שגיאות על פי ווטסון

ווטסון מייחס חשיבות רבה לראיונות אישיים דיאגנוסטיים עם תלמידים (Watson, 1981). הוא ממליץ להשתמש בראיונות אלה במיפוי שגיאות המתבסס על עבודתו של ניומן  (Newman,1997  אצל Watson, 1981 ) ניומן מיין את שגיאות תלמידי כיתות ו' בעת התרת בעיות מתמטיות. הוא התייחס לחמישה שלבים בפתרון בעיות מתמטיות: קריאה, הבנה, העברה, מיומנויות עבודה וקידוד, והציע מיון שגיאות שהתבסס על זיהוי השלב בו התרחשה השגיאה.

ווטסון מציע עידון ופירוט למיון השגיאות של ניומן וכינה אותו 'מיון של קריטריונים לגורמי שגיאות'. לטענתו, תפקוד לקוי באחד השלבים האלה הוא גורם לתלמיד לשגות.

1. שגיאות הנובעות ממגבלות ביכולת הקריאה – התלמיד מתקשה לקרוא את הבעיה. הקשיים עלולים להתגלות בקריאת הטקסט או בקריאת הסמלים המתמטיים (או בשניהם).

2. שגיאות הנובעות ממגבלות בהבנת הנקרא – תלמיד מתקשה או אינו מבין את הבעיה, בשל חוסר הבנה כללית, או בשל חוסר הבנה של מונחים וסמלים ייחודים.

3. שגיאות הנובעות ממגבלות ביכולת העברה- התלמיד מתקשה בבחירת המהלכים המתמטיים הדרושים לשם התרת הבעיה.

4. שגיאות הנובעות מחסכים במיומנויות עבודה – התלמיד אינו מסוגל לבצע את המהלכים המתמטיים הדרושים לשם התרת הבעיה, ולכן הוא מציג תשובה קריאת, תשובה המתבססת על שיקולים שגויים, על אלגוריתמים שהפעיל באופן שגוי, או לא השיב כלל.

5. שגיאות הנובעות מחסכים בתרגום או בקידוד – התלמיד אינו מסוגל לכתוב את הפיתרון בצורה קבילה מתמטית.

בנוסף לקטגוריה של השגיאות המייחסות לשלבים בהתרת בעיות, מציע ווטסון על שלושה סוגים נוספים של שגיאות שאין להם ביטוי מיוחד בשלב מסוים של העבודה. כל אחד מסוגי שגיאות אלה עלול להופיע בכל אחד מחמשת השלבים שתוארו קודם לכן.

6. שגיאות שמקורן בחוסר מוטיבציה – התלמיד אינו משתדל מספיק לפתור את הבעיה.

7. שגיאות שמקורן ברשלנות – התלמיד מבצע את כל השלבים הדרושים לשם התרת הבעיה, אך תוך כדי עבודה עושה שגיאה בשל חוסר תשומת לב מספקת, ואין סבירות להישנותה.

8. שגיאות שמקורן בייצוג גרוע של הבעיה – ייצוג הבעיה "מזמין" שגיאה (למשל ניסוח מעורפל)

האם כדאי להשתמש בשגיאות בהוראה?

חוקרים אחדים מציינים את הקשר בין ההתייחסויות לתהליכי למידה לבין ההמלצות להשתמש בשגיאות במהלך ההוראה. אצל אנשי חינוך מתמטי המסבירים תהליכי למידה על פי תיאוריות התנהגויות, נתפסות שגיאות כשליליות – כמטרפדות למידה וכמותירות רושם בל ימחה המחזיק ללמידה עתידית. לטענתם, אין להציג שגיאות במהלך ההוראה כי תלמידים עלולים ללמוד קונסטרוקטיביות  טוענים כי שגיאות הן תופעה בלתי נמנעת וכי הן חלק אינטגראלי של תהליכי הוראה – למידה ושל כל עשייה מתמטית. התפקיד המרכזי של המורה הוא לעזור לתלמידים על ידי כך שהוא מספק להם בעיות המעלות קונפליקטים קוגנטיבים, ועל ידי הולכת דיונים בהם ייבחנו דרכי תיקופו של ידע מתמטי של ידע מתמטי חדש. לפיכך, "שגיאות" נתפסות כחלק מתהליך הלמידה, וניתוח השגיאות יכול רק להועיל ללמידה (Bouvier, 1987 ). לכן, ראוי, לדעתם, לעשות שימוש בשגיאות במהלך ההוראה.

בספרות המקצועית מוצגות שלוש גישות מפתח לגבי השימוש בשגיאות בהוראת מתמטיקה:   

(א) הגישה המסורתית – יש להימנע מדיון בשגיאות במהלך ההוראה. 

(ב) השגיאות כאמצעי – דיון בשגיאות כדי לשפר את הידע בנושא.

(ג) השגיאות כמטרה – דיון בשגיאות כדי להרחיב ולהעמיק את הידע המתמטי. 

גישה א' עולה במידה רבה בקנה אחד עם התיאוריה הביהביוריסטית ואילו שתי הגישות האחרונות עולות בקנה אחד עם התיאוריה הקונסטרוקטיביסטית. כעת אתייחס בקצרה לכל אחת משלוש הגישות. 

הגישה המסורתית – יש להימנע מדיון בשגיאות 

באופן מסורתי ההתייחסות לשגיאות מלווה ברגשות שליליים של תסכול ואכזבה מצד השוגה וברגשות של דחייה, ולעיתים גם תסכול ואכזבה, מצד המלמד. טבעי שברצוננו להימנע מרגשות אלה. לעמדות שליליות כלפי שגיאות ניתן למצוא ביטוי מפורש וגם ביטוי סמוי בשיחות עם תלמידים ומורים ובמהלך שיעורי מתמטיקה.

יש מורים הטוענים שחשוב שמורה יכיר את "המוקשים" הטמונים בבעיות שונות, כי הם רואים לעצמם חובה לבנות מהלכי הוראה ש"יחסכו" מתלמידים חוויות של שגיאות. הם סבורים שהדגשת תגובות שגויות אינה רצויה. ניסיונם מראה כי שגיאות הם הרגל נרכש, ולכן לדיון בשגיאות יש השפעה מזיקה על הלמידה, מפני שתלמידים עלולים "ללמוד את השגיאות". בהתאם יש מורים המאמינים באפשרות ללמד השיטות של הוראה חסינת – שגיאות, אשר ימנעו מתלמידיהם את החוויה המתסכלת של פתרונות שאינם נכונים. לדעתם, חשוב שמורים יכירו תרגילים ובעיות "מועדים לפורענות", שבהם הסבירות לשגיאות מסוימות גבוהה במיוחד, כדי לתכנן רצפי הוראה שיחסכו ללומדים את חווית השגיאה.

השגיאות כאמצעי: ניתוח שגיאות ודיון בהן על מנת שלא לעשותן שוב

חלק מהשגיאות בלימוד המתמטיקה אינן נתפסות על ידי אנשי חינוך מתמטי כ"בלבול", "שכחה", או תוצאה של "מעידות" אקראיות. בדרך כלל נתפסות שגיאות כסימנים של חוסר הבנה בשל קשיים בלמידה או בגלל כשלון ההוראה.  בתור שכאלה, שגיאות משמשות ככלי לזיהוי קשיים של לומדים ולהבנת דרכי החשיבה ותהליכי הלמידה שלהם. חוקרים הצביעו על אפשרויות שונות לנתח את טבע השגיאות, ואת הסיבות העומדות מאחוריהן במונחים של מנגנוני עיבוד מידע של היחיד. תובנות אלה אמורות להיות מיושמות בתכנון ההוראה, ביצירת חומרי למידה ובהבניית תוכניות למורים שיתייחסו לקשיים שזוהו.

חוקרים בתחום הוראת המתמטיקה, שעסקו בניתוח שגיאות של תלמידים, ובהצגת סיבות אפשריות לשגיאות אלה, הדגישו את החשיבות שהם רואים בהגברת מודעות  הלומדים לדרכי החשיבה שלהם, לשגיאות שהם עושים ולמקורות לשגיאות. החוקרים התייחסו לתועלת הטמונה בדיון בשגיאות. החוקרים התייחסו לתועלת הטמונה בדיון בשגיאות. לטענתם, ניתוח השגיאות עם התלמידים, הדיון בהיבטים הבעייתיים ובסיבות האפשריות לשגיאות עשוי להעלות את הסבירות שתלמידים לא יחזרו על אותן שגיאות.

השגיאות כמטרה: דיון בשגיאות על מנת להרחיב ולהעמיק את ההבנה המתמטית

גישה זו גורסת שבנוסף לתרומתן של שגיאות ככלי דיאגנוסטי, הן עשויות לשמש גורם מניע בפעילויות חקר ובאתגור חשיבה מקורית, ואלה יכולים להוליך להבנה מתמטית עמוקה יותר. למשל, מורה הנתקל בטעויות של תלמידים ה"ממציאים" שיטות שנראות להם מתאימות לפתרון, יכול להשתמש בהן כנקודת מוצא לחקירה מתמטית מעניינת באמצעות בדיקה לאילו מקרים השיטה מתאימה. 

בוראסי הציגה מסגרת תיאורטית ודוגמאות להתייחסות לשגיאות כאל בסיס לדיון שירחיב ויעמיק את עולמו המתמטי של הלומד, 1985;  1986 ; 1987;  1994)  Borasi). היא הדגישה כי, לדעתה, לחקר השגיאות בהוראת המתמטיקה יש ערך רב מעבר לאבחון ולתרומה טיפולית. לטענתה, הוראת מתמטיקה מבוססת שגיאות: מעודדת תלמידים לחקור, מסייעת ללומדים לפתח שיח מתמטי ולבטא במילים את רעיונותיהם, יוצרת אצל הלומדים מודעות לחשיבותה של חשיבה והנמקה זהירה ושל ידע מבוקר, מספקת ללומדים עדות לכך שהמתמטיקה הוא מדע חי ומתפתח, ומפתחת בלומדים בטחון לגבי יכולתם ללמוד מתמטיקה. בנוסף בניתוח הפוטנציאל הלימודי הטמון בניתוח שגיאות, יש להתחשב ברגשות החזקים של תסכול, אכזבה, כעס, ולפעמים גם בושה המעורבים בעשייתם. התעלמות מרגשות שליליים אלה עלולה להכשיל את ההוראה.

בורסאי ציינה שורה של יתרונות בלמידה במהלך ניסויים הוראתיים באמצעות פעילויות – השגיאה, כלומר, פעילויות המבוססות על ההתייחסות לשגיאות: 

1. התנסות בונה תוך ספק וקונפליקט לגבי נושאים מתמטיים – בכל פעילות – שגיאה, כאשר הלומדים נתקלו בתשובות סותרות, בפתרונות שנראו בלתי הגיוניים, או בפתרונות שלא עלו בקנה אחד עם ציפיותיהם, התעורר אצלם ספק לגבי מהלכי הפתרון שננקטו.

2. לקיחת חלק בפתרון מאתגר של בעיות מתמטיות – הפעילויות הבלתי שגרתיות והמאתגרת של איתור שגיאה ותיקונה הייתה, לעיתים קרובות, חלק מתהליך יצירתי של פתרון בעיות.

3. עיסוק בחקר מתמטי – ספק שהתעורר במהלך פעילות – השגיאה גרם לעיתים להצגת שאלות מתמטיות, שבעקבותיהן עסקו התלמידים בפעילויות חקר פתוחות ובאפשרויות מתמטיות שונות.

4. בחינת מאפייני המתמטיקה- הדיונים בשגיאות ובדילמות נקודתיות הובילו לליבון סוגיות מתמטיות רחבות כגון מהי ההגדרה? מהי ההוכחה? מהי טענה תקפה? וכדומה.

5. פיתוח תחושת ההכרח להצדיק ולנמק כל צעד בפתרון המתמטי – שימת הלב המפורשת והרבה שניתנו לשגיאות במהלך פעילות – שגיאה הציבה בפני התלמידים דרישה לבדוק ולבקר את פתרוניהם ואת השיקולים המתמטיים במהלך ההתרה.

6. פיתוח כושר הביטוי לגבי שיקולי הדעת המתמטיים – כדי לתקשר ולהסביר את מהלך הפתרון שבנו, וכדי לנסות לאתר נקודות חוזק וחולשה בפתרון זה, היה על התלמידים להיות מסוגלים להבהיר את הרעיונות העומדים בבסיס פתרונותיהם.

7. גילוי יוזמה ואחריות בלימודי המתמטיקה – במקרים אחדים, הספק שעוררו מספר פתרונות, הזמינו את התלמידים להציב שאלות וליזום חקר מתמטי. בנוסף, הצורך לבחון פתרונות של תלמידים אחרים ( בנוסף לבקרת פתרונותיהם שלהם) דרש יכולת לנתח את הפתרונות, להציג שאלות ולהיות מסוגלים להקשיב לתשובות האחרים.

כיצד אפשר להשתמש בשגיאות בהוראה?

ההמלצות של ווטסון: ראיונות מאבחנים לשם הוראה

ווטסון (1981 Watson) ייחס חשיבות רבה לראיונות דיאגנוסטיים עם תלמידי כיתות היסוד. לטענתו, בדומה לנוהל של בדיקת מיומנויות קריאה והבנת הנקרא שנעשית בכיתות היסוד באופן אישי, תוך כדי שיחה עם כל תלמיד בנפרד, גם בדיקת התפקוד המתמטי של תלמידים אלה ראוי שייעשה באמצעות ראיונות אישיים. לשם ביצוע יעיל של ראיונות אלה, ווטסון ממליץ למורה למתמטיקה להכין לעצמו רשימת שאלות שעליו לשאול את עצמו, כך שיעזרו לו לקבוע מהם הקשיים של התלמידים ומה מקורותיהם. הוא הציע למורה המראיין חמש שאלות מנחות, המתייחסות לרצף העבודה, ושלוש שאלות נוספות שצריכות להיות בתודעתו של המורה לאורך כל הראיון. 

שאלה 1: בדיקת יכולת הקריאה – האם התלמיד קורא את הבעיה?

· קריאת הטקסט בשפה יומיומית                                

· קריאת הסמלים בשפה המתמטית

שאלה 2: בדיקת הבנת הנקרא- האם התלמיד מבין את הבעיה?

· הבנה כללית

· הבנה של מונחים וסמלים ייחודיים למתמטיקה.

שאלה 3 : בדיקת יכולת העברה – האם התלמיד בוחר את המהלכים המתמטיים הדרושים לשם התרת הבעיה?

שאלה 4: בדיקת מיומנויות עבודה (למשל, בפתרון בעיות אריתמטיות) – האם התלמיד מבצע את המהלכים המתמטיים הדרושים לשם התרת הבעיה?

· האם תשובתו אקראית?

· האם השתמש בפעולה שגויה?

· האם השתמש בסימן באופן שגוי?

· האם הייתה לו שגיאת חישוב?

· האם לא ענה?

שאלה 5: בדיקת יכולת תרגום / הבעה – האם התלמיד כותב את הפתרון בצורה קבילה (מתמטית)?

השאלות הנוספות:

שאלה 1: בדיקת המוטיבציה של הלומד – האם התלמיד משקיע מאמץ בפתרון הבעיה? כאשר  התשובה לשאלה זו שלילית, האם היה פותר אותה אילו ניסה לעשות זאת?

שאלה 2: בדיקת רשלנות בעבודתו של הלומד – האם התלמיד עשה שגיאה מתוך רשלנות חד פעמית, למרות שלמעשה בצע את כל השלבים המשמעותיים לשם התרת הבעיה?

שאלה 3: בדיקת הבעייתיות בייצוג הבעיה – האם התלמיד שגה מפני שהבעיה הוצגה בדרך מכשילה ( לדוג' נוסחה באופן מעורפל) ?

ווטסון דיווח על עבודה מוצלחת בשיטה זו עם תלמידים כיתות ב' להם הוצגו 16 משימות העוסקות בחיבור, חיסור כפל וחילוק. ווטסון סימן את הקשיים שהתגלו בעבודתו של כל אחד מהתלמידים, כאשר כקושי עיקרי הוגדר הקושי הראשון מאלה שציינו בחמש השאלות הראשונות. התברר כי כמעט בכל המרקרים תלמיד ששגה באחד השלבים, שגה גם בשלבים העוקבים שלב זה.

לטענתו של ווטסון, תובנות המלמד לגבי השגיאות של התלמיד שלפניו, הקשבתו הרגישה יותר לכל תלמיד ותגובתו לבעיה באופן מדויק יותר תרמו לכך שהתלמידים שחוו ראיונות אישיים הצליחו לפתור בעיות מתמטיות בהצלחה רהב יותר מאלה שלמדו את אותן בעיות במסגרת הכיתתית בלבד.

ההמלצות של אלרו וסקובסומוס: תיקון שגיאות בכיתה

אלרו וסקובסומוס  (Skovsmose & Alro, 1996 ) הצביעו על היבטים שונים בפעילויות שניתן לדעתם, לעשות עם תלמידים לשם תיקון שגיאותיהם. בכל המקרים מדובר בסמכות 
(מורה בדרך כלל) הלוקח אחריות על הולכת התלמידים לפתרון הנכון. החברי המאמר מעלים מספר סוגיות שיש לתת עליהן את הדעת כאשר מוליכים פעילות תיקון – שגיאה כלשהי. הם מפנים את תשומת ליבו של הקורא לשלושה ענייניים עיקריים: מי מעורב בתיקון? באיזה אופן יתבצע התיקון? ומהי מהות התיקון?

1. מי מעורב בשגיאה?

תיקון ציבורי מול תיקון אישי – תיקון ציבורי הוא תיקון פומבי שנעשה בנוכחות מליאת הכיתה. מטרתו הייתה להעלות את מודעות כלל התלמידים לשגיאה, למאפייניה, ולמקורות אפשריים. תיקון אישי, לעומת זאת, מערב רק את התלמיד ששגה. תיקון אישי רצוי, למשל, כשברור שהבעיה חלה על תלמיד אחד בלבד (נעדר ממספר שיעורים עקב מחלה), או שהזמן דוחק והכיתה משרה תחושה שעבור האחרים השגיאה לא רלוונטית. תיקון זה מומלץ גם שהתלמיד ששגה רגיש במיוחד ועדין לא פתוח מספיק כדי לדון בשיעור על שגיאתו.

2. באיזה אופן יתבצע תיקון השגיאה?

תיקון מפורש מול תיקון עקיף – הדרך בה מביע המורה את התיקון יכולה להיות מפורשת, כלומר, אזכור ישיר של השגיאה, הצבעה על השגיאה, ודיון בשגיאה כשגיאה. למשל, כאשר תלמיד טועה, לרשום את תשובתו על הלוח, לומר שיש בפתרון שגיאה ולשאול היכן לדעת העמיתים בכיתה ארעה השגיאה. או, כאשר מספר תלמידים הציגו פתרונות על הלוח, לדון בכל הפתרונות הנכונים והשגויים, לאפיין ולנמק או להפריך את תקיפותם.

המורה יכול גם לנהל תיקון עקיף. זהו תיקון שניתן להבינו ככזה, רק כאשר מפרשים את הקונטקסט הסוציו- מתמטי, תקשורתי בכיתה. למשל, כאשר שני תלמידים מציעים שתי תוצאות שונות (אחת נכונה ואחת שגויה) לתרגיל שעל הלוח. המורה בוחר להציג לכיתה את הפתרון הנכון. ותוך כדי הצגת הפתרון עוצר בשלב בו זיהה את הטעות של השני, ובלי לציין מדוע הוא עושה זאת, אומר: "אם תעשו בשלב הזה....זו תהיה שגיאה, משום ש.."

3. מהי מהות התיקון?

התופעה, הסמכות ותוכן התיקון – (1) על המורה לתת את הדעת למושא התיקון, כלומר לתופעה שתתוקן. למשל, חישוב טעות, הגדרה שגויה (חסרה, עודפת או שגויה) או הוכחה שגויה עשויות לזכות בצורות התייחסות שונות. (2) כחלק מההסכמים הסוציו – מתמטים הנרקמים במסגרת כיתתית יוגדרו המקורות עליהם לגיטימי להתבסס כשקובעים את התיקון, כלומר, מהו הרקע הנותן למשהו/ למישהו את הסמכות להגדיר מצב מתמטי מסוים כשגיאה (מורה, ספר לימוד). (3) על המורה להעלות לדיון את מידת הכלליות של התיקון, להשתדל להצביע על מכלול מצבים הנוגעים לתיקון. למשל, מצב של הכללה לא תקפה של חוק הפילוג או שימוש בדוגמא יחידה לשם הוכחת טענה מטיפוס "לכל" שקבוצת האמת שלה אינסופית. למשל, הוכחה שגויה של תלמיד, שהתבסס על דוגמא בלבד, לגבי הטענה: סכום כל חמישה מספרים טבעיים עוקבים, מתחלק בחמש. התלמיד כתב: "לדוגמא, מצאתי שסכום המספרים 115,  114,  113,  112, 111,  שהם חמישה מספרים עוקבים , הוא,                             = 115 + 114 + 113 + 112 + 111   ,  565 = 15 +50+ 500 , כלומר, הסכום מתחלק ב 5. לכן טענה זו נכונה".  מדוגמא זו אנו רואים כי הדוגמא הנכונה איננה מספיקה כדי להוכיח שסכום כל חמישה מספרים עוקבים יתחלק ב- 5. 

ההמלצות של בוראסי: דיון בשגיאות כמנוף הבנה מתמטית רחבה

בורסאי טוענת כי למרות שמורים וחוקרים מכירים בערך שיש לניתוח שגיאות תלמידים לשם אבחון הידע ושיפורו, לא נעשו מספיק ניסיונות לעודד את התלמידים לנצל את השגיאות כהזדמנות ללמוד מתמטיקה. בוראסי תיארה ארבע תפיסות עיקריות לגבי שגיאות:

	
	להסתכל על השגיאה
	להסתכל דרך השגיאה

	שגיאות כמכשלה שצריך לתקן
	(1) השגיאה- סימן לכישלון בתהליך הלמידה.

אבחון- זיהוי מדויק היכן שגו.

טיפול- מטלה נוספת בנושא/ הסבר נוסף לגבי הנקודה הבעייתית
	(2) השגיאה- שיקוף תהליך החשיבה של הלומד.

אבחון- תובנות על המתרחש במוחו, תובנות על צורת החשיבה של הלומד.

טיפול- שינוי התפיסות המוטעות של הלומד ובכך לסלק את השגיאה (בעתיד לבנות תוכניות לימוד מתאימות).

	שגיאות כמנוף לקידום
	(3) השגיאה- שלב חיובי ובסיס בתהליך הלמידה.

אבחון- משפר את התובנה המתמטית.

טיפול- דיון מעמקי בשגיאה להרחבת הידע המתמטי.
	(4) השגיאה- כאמצעי לחקירה של תחום התוכן.

השגיאה- תצביע על נקודות החוזק והתורפה של הפתרון ותעזור להעריך תוצאות ודרכי התרה.




בוראסי בטאה במאמריה (1985; 1986; 1987; 1994)  את עמדתה כי יש לנקוט בגישת הוראה המעודדת חקר מתמטי באמצעות שגיאות. היא הסבירה שמשמעותה של הוראה בגישה כזו, פירושה שינוי המטרות בהוראה: מדגש על תוצר לדגש על תהליך. חקר השגיאות נועד להפוך אותן לקרש קפיצה ללימוד מתמטיקה. התנאים הדרושים, לדעתה, לשם הוקרה בגישה זו הם:

· התייחסות למתמטיקה כאל גוף ידע שהוא תוצר של פעילויות אנושיות, ובשל כך אינו מושלם והוא מושפע מהיבטים תרבותיים ומערכים אישיים.

· התייחסות לידע כתהליך חקר דינאמי המלווה בחוסר וודאות, קונפליקטים ובספיקות אשר מאתגרים חיפוש אחר הבנה משופרת של העולם.

· התייחסות ללמידה כתהליך יצירתי של נתינת משמעות הנוצרת באופן אישי, מושפעת מהקונטקסט וממטרות המשימה ומעוצבת על ידי אינטראקציה חברתית.

· התייחסות להוראה כמתן תמיכה הכרחית לחיפוש העצמי של התלמידים אחר המשמעות ויצירת סביבות למידה עשירות העשויות לאתגר חקר.
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